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Planteamiento del Problema.

Un robot manipulador con uniones flexibles de l grados de libertad
(gdl) se define por las siguientes ecuaciones diferenciales (Spong y
Vidyasagar, 1989):

𝑴 𝒒  𝒒 + 𝑪 𝒒,  𝒒  𝒒 + 𝒈 𝒒 + 𝑲 𝒒 − 𝜽 +𝒘𝒖 = 𝟎,

𝑱  𝜽 − 𝑲 𝒒 − 𝜽 = 𝝉 +𝒘𝒎,

donde 𝑞(𝑡) ,  𝑞(𝑡) , 𝜃(𝑡) ∈ ℝ𝑙 , 𝑀(𝑞) , 𝐶 𝑞,  𝑞 , 𝐾, 𝐽 ∈ ℝ𝑙×𝑙 ,
𝑔 𝑞 , 𝜏 𝑡 , 𝑤𝑢 𝑡 , 𝑤𝑚 ∈ ℝ𝑙.

(1)



Objetivo de control (Problema de seguimiento de trayectoria)

Diseñar un sistema de control para el robot manipulador con
uniones flexibles (1) que asegure que el error de seguimiento sea
cero

𝒍𝒊𝒎
𝒕→∞

𝒒 𝒕 − 𝒒𝒅(𝒕) = 𝟎, (2)

dende 𝑞𝑑 𝑡 ∈ ℝ𝑙 .



Para obtener la representación en espacio de estados considerar lo 
siguiente:

- Realizar cambios de variables
𝑥1 = 𝑞 𝑡 − 𝑞𝑑(𝑡),           𝑥2 =  𝑞 𝑡 −  𝑞𝑑(𝑡),                               (3)

𝑥3 = 𝜃 𝑡 − 𝜃𝑑(𝑡) − 𝜂,   𝑥4 =  𝜃 𝑡 −  𝜃𝑑 𝑡 −  𝜂.

-Considerar la estructura de control
(4)

𝜂 𝑡 = 𝐾−1 𝑀 𝑞𝑑  𝑞𝑑 + 𝐶 𝑞𝑑 ,  𝑞𝑑  𝑞𝑑 + 𝑔 𝑞𝑑 + 𝑞𝑑 − 𝜃𝑑 − 𝐾𝑝1𝑥1 − 𝐾𝑑1𝑥2

𝜏 𝑡 = 𝐽  𝜂 +  𝜃𝑑 − 𝐾 𝑥1 + 𝑞𝑑 − 𝜂 − 𝜃𝑑 − 𝐾𝑝2𝑥3 − 𝐾𝑑2𝑥4 + 𝑢 .



Representación del sistema en lazo cerrado (1) con (3) y (4)

 𝒙 =

𝑥2
𝑥𝜓
𝑥4

𝐽−1 −𝐾𝑝2𝑥3 − 𝐾𝑑2𝑥4
𝒇 𝒙,𝒕

+

0
0
0
𝐽−1

𝒈𝟐 𝒙,𝒕

𝑢 +

0
0
0
𝐽−1

𝒈𝟐 𝒙,𝒕

𝑤𝑚 +

0
𝑀(𝑥1 + 𝑞𝑑)

−1

0
0

𝒈𝟐
⊥ 𝒙,𝒕

𝑤𝑢 (5)

Con

𝑥𝜓 = 𝑀(𝑥1 + 𝑞𝑑)
−1 −ℎ 𝑥, 𝑡 − 𝐶 𝑥1 + 𝑞𝑑 , 𝑥2 +  𝑞𝑑 𝑥2 − 𝐾 + 𝐾𝑝1 𝑥1 −



Se asume que el sistema (5) satisface la siguiente suposición

Suposición 1. Sea el 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝑔2 𝑥, 𝑡 ) = 𝑚 para toda 𝑥, 𝑡 ∈ ℝ𝑛 ×
ℝ+.

Si la suposición anterior se cumple entonces se propone la ley de
control global de estructura variable para el sistema (5) de la forma



Entonces el Controlador Global de Estructura Variable (CGEV)

𝒖 𝒕 = 𝒖𝒔 𝒕 + 𝒖𝟏 𝒕 , (6)

donde
𝒖𝒔(𝒕) es el control ℋ∞ no lineal
𝒖𝟏(𝒕) es el control por modo deslizante integral



Metodología – Diseño del CGEV.

Diseño del control por modo deslizante integral (𝑢 𝑡 = 𝑢𝑠 𝑡 +
𝒖𝟏 𝒕 )

Considérese la siguiente superficie de deslizamiento para el sistema 
perturbado (5) 

𝒔 𝒙, 𝒕 = 𝑫 𝒙 𝒕 − 𝒙(𝒕𝟎 −  𝒕𝟎
𝒕
𝒇(𝒙𝒔, 𝒕 + 𝒈𝟐(𝒙𝒔, 𝒕)𝒖𝒔)𝒅𝒕 ,    (7)

donde 𝐷 ∈ ℝ𝑚×𝑛 y 𝑥𝑠(𝑡) ∈ ℝ𝑛 .



Se asume que la superficie deslizante (7) satisface la siguiente
suposición

Suposición 2. Sea 𝐷𝑔2(𝑥, 𝑡) uniformemente invertible para toda
𝑥, 𝑡 ∈ ℝ𝑛 × ℝ+.

Si la suposición 2 se satisface, entonces el control por modo
deslizante integral es de la forma



El control por modo deslizante integral es de la forma

𝒖𝟏 𝒕 = −𝚪 𝑺𝒊𝒈𝒏(𝒔(𝒙, 𝒕)), (8)

donde 𝑆𝑖𝑔𝑛 𝑠 𝑥, 𝑡 = 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑠1 , 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑠2 , ⋯ , 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠𝑚)
𝑇 , y la

función signo se define de la forma:

𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑠𝑖 =  

1 𝑠𝑖 𝑠𝑖 > 0
0 𝑠𝑖 𝑠𝑖 = 0
−1 𝑠𝑖 𝑠𝑖 < 0

, 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚



Respecto a la ganancia del control por modo deslizante integral esta 
sujeta a:

𝜞 > 𝑾𝒎
+ +

𝒈𝟐
⊥(𝒙,𝒕)

𝒈𝟐(𝒙,𝒕)
𝑾𝒖

+,                                                                     (9)

donde 𝑊𝑚
+ y 𝑊𝑢

+ son constantes que se conocen a priori.



Control Equivalente
El control equivalente 𝑢1𝑒𝑞 se obtiene al hacer que 𝑠 𝑥, 𝑡 =

 𝑠 𝑥, 𝑡 = 0, es decir

 𝑠(𝑥, 𝑡) = 𝐷𝑔2 𝑥, 𝑡 𝑢1 +𝑤𝑚 + 𝐷𝑔2
⊥ 𝑥, 𝑡 𝑤𝑢 = 0.

Al despegar 𝑢1 → 𝑢1𝑒𝑞 y sustituir en (5) se obtiene el siguiente

sistema en el modo deslizante
(10)

 𝒙𝒔 = 𝒇 𝒙𝒔, 𝒕 + 𝒈𝟐 𝒙𝒔, 𝒕 𝒖𝒔 + 𝑰 − 𝒈𝟐 𝒙𝒔, 𝒕 𝑫𝒈𝟐 𝒙𝒔, 𝒕
−𝟏
𝑫 𝒈𝟐

⊥(𝒙𝒔, 𝒕)𝒘𝒖

donde𝑥𝑠 ∈ 𝒮 = 𝑥 ∈ ℝ𝑛: 𝑠 𝑥, 𝑡 = 0 e 𝐼 ∈ ℝ𝑛×𝑛 es la matriz
identidad.



Diseño del control 𝓗∞ no lineal (𝑢 𝑡 = 𝒖𝒔 𝒕 + 𝑢1 𝑡 )

Una vez que las trayectorias están en el dominio de 𝒮, entonces el
sistema (5) toma la forma

(11)

 𝒙𝒔 = 𝒇 𝒙𝒔, 𝒕 + 𝒈𝟐 𝒙𝒔, 𝒕 𝒖𝒔 + 𝑰 − 𝒈𝟐 𝒙𝒔, 𝒕 𝑫𝒈𝟐 𝒙𝒔, 𝒕
−𝟏
𝑫 𝒈𝟐

⊥ 𝒙𝒔, 𝒕

𝒈𝟑 𝒙𝒔,𝒕

𝒘𝒖

𝒛 = 𝒉𝟏 𝒙𝒔, 𝒕 + 𝒌𝟏𝟐(𝒙𝒔, 𝒕)𝒖𝒔, 
𝒚 = 𝒉𝟐(𝒙𝒔, 𝒕), 

donde 𝑧(𝑡) ∈ ℝ𝑠, 𝑦(𝑡) ∈ ℝ𝑛 .



sustituyendo 𝐷 = 0, 0, 0, 𝐽 en (11) entonces la representación en
la superficie deslizante se reduce a la forma:

 𝑥𝑠 = 𝑓 𝑥𝑠, 𝑡 + 𝑔2 𝑥𝑠, 𝑡 𝑢𝑠 + 𝑔2
⊥(𝑥𝑠, 𝑡)𝑤𝑢

𝑧 = 𝜌

0
𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥𝑠1)

𝑥𝑠2
𝑎𝑛ℎ(𝑥𝑠3)

𝑥𝑠4
ℎ1

+
 
𝐼
0
𝐾12

𝑢𝑠

𝑦 =  𝑥𝑠
ℎ2

𝜌 es una constante positiva y tanh 𝑥𝑠𝑖 , 𝑖 = 1,3, es la función
tangente hiperbólica.

(12)



Se asume que el sistema (12) satisface las siguientes suposiciones:

Suposición 3. Las funciones 𝑓, 𝑔2, 𝑔3, ℎ1, ℎ2 y 𝑘12 se suponen
continuas en 𝑡 , continuamente diferenciales en 𝑥𝑠 y de
dimensiones apropiadas.

Suposición 4. Sea 𝑓 0, 𝑡 = 0, ℎ1 0, 𝑡 = 0, y ℎ2 0, 𝑡 = 0 para
toda 𝑡 ≥ 0 .

Suposición 5. Sea ℎ1
𝑇𝑘12 = 0, 𝑘12

𝑇 𝑘12 = 𝐼 se debe satisfacer para
toda 𝑥𝑠, 𝑡 ∈ ℝ𝑛 × ℝ+.



Hipótesis 1 (Orlov, 2014) Si existe una función definida positiva
𝑭(𝒙𝒔, 𝒕) y una función suave y definida positiva 𝑽(𝒙𝒔, 𝒕) tal que la
desigualdad de Hamilton-Jacobi-Isaacs se satisfaga

𝝏𝑽(𝒙𝒔,𝒕)

𝝏𝒕
+

𝝏𝑽 𝒙𝒔,𝒕

𝝏𝒙𝒔
𝒇(𝒙𝒔, 𝒕) + 𝜸𝟐𝜶𝟏

𝑻 𝒙𝒔, 𝒕 𝜶𝟏 𝒙𝒔, 𝒕 −

𝜶𝟐
𝑻(𝒙𝒔, 𝒕)𝜶𝟐(𝒙𝒔, 𝒕) + 𝒉𝟏

𝑻(𝒙𝒔, 𝒕)𝒉𝟏(𝒙𝒔, 𝒕) + 𝑭(𝒙𝒔, 𝒕) ≤ 𝟎 (13)

Con 𝛾 > 0 y

𝛼1 𝑥𝑠, 𝑡 =
1

2𝛾2
𝑔3
𝑇(𝑥𝑠 , 𝑡)

𝜕𝑉(𝑥𝑠,𝑡)

𝜕𝑥𝑠

𝑇

𝛼2 𝑥𝑠 , 𝑡 = −
1

2
𝑔2
𝑇(𝑥𝑠, 𝑡)

𝜕𝑉(𝑥𝑠,𝑡)

𝜕𝑥𝑠

𝑇



Teorema 1 (Orlov, 2014). Asúmase que la hipótesis 1 es valida,
entonces una solución al problema del control ℋ∞ es dado para el
sistema en lazo cerrado (12) a través de la ley de control por
retroalimentación de estados

𝒖𝒔(𝒕) = 𝜶𝟐(𝒙𝒔, 𝒕) (14)



Teorema 2. Las suposiciones 3-5 y la hipótesis 1 satisfechas bajo las
siguientes funciones para un robot manipulador de l gdl con
articulaciones flexibles(Miranda, Chavez y Aguilar, 2017 )

(15)

𝑽 𝒙𝒔, 𝒕 =
𝟏

𝟐
𝒙𝒔𝟏
𝑻 𝑲+𝑲𝑲𝒑𝟏 𝒙𝒔𝟏 +

𝟏

𝟐
𝒙𝒔𝟐
𝑻 𝑴 𝒙𝒔𝟏 + 𝒒𝒅 𝒙𝟐 + 𝜷𝒕𝒂𝒏𝒉(𝒙𝒔𝟏)

𝑻𝑴(𝒙𝒔𝟏 +



El teorema 2 proporciona el control ℋ∞ no lineal para el sistema
(12) de la forma

𝒖𝒔 𝒕 = 𝜶𝟐 𝒙𝒔, 𝒕 = −
𝟏

𝟐
𝜸 𝒕𝒂𝒏𝒉 𝒙𝒔𝟑 + 𝒙𝒔𝟒 (17)



Simulación

Caso de estudio: Problema de seguimiento de trayectorias para
un robot con uniones flexibles de un grado de libertad



Problema de seguimiento de trayectorias para un robot con uniones
flexibles de un grado de libertad

𝒎  𝒒 + 𝒈𝒔𝒊𝒏 𝒒 + 𝑲 𝒒 − 𝜽 = 𝒘𝒖 (18)

𝑱  𝜽 − 𝑲 𝒒 − 𝜽 = 𝝉 +𝒘𝒎

Descripción Notación Valor Unidad

Masa de la articulación m 1.0001 Kg

Constante de rigidez K 100 Nm/rad

Momento de Inercia del motor J 0.02 Kg m

Constante gravitacional g 9.81 m/s

Tabla 1 Parámetros del péndulo de un grado de libertad



Parámetros Valor

𝛾 7

𝜖 0.01

𝜌 0.1

𝛽 8

𝐾ℎ2 44.7747

𝐾′ 10.791

𝐾𝑔 10.791

𝐾𝑝1 5.1

𝐾𝑝2 3.73

𝐾𝑑1 0.09

𝐾𝑑2 0.18

Γ 5

Tabla 2 Parámetros del CGEV



Las señales de referencias deseadas se definen como: 

𝑞𝑑 𝑡 = 𝜋 sin (1.885𝑡)

𝜃𝑑 𝑡 = 𝑞𝑑 𝑡 + 𝐾−1𝑔 sin (𝑞𝑑)

y la condición inicial es colocada en

𝑥 0 =
1

2
𝜋, 0,

1

2
𝜋, 0

𝑇

por último el sistema es perturbado con

𝑤𝑚 𝑡 = 𝜋 sin 10𝜋𝑡 y 𝑤𝑢 𝑡 = 𝜋 𝑐𝑜𝑠 20𝜋𝑡 .



Figura 1 Rendimiento del sistema en lazo cerrado (14) y (18), (a)
Posición articular y posición deseada, (b) Posición del actuador y
posición del actuador deseada



Figura 2 Rendimiento del sistema en lazo cerrado (14) y (18) sin el
control ℋ∞ no lineal, (a) Posición articular y posición deseada, (b)
Posición del actuador y posición del actuador deseada.



Resultados

• Se obtiene el control CGEV para un robot manipulador de 𝑙
grados de libertad con articulaciones rotacionales y con el efecto
de elasticidad en presencia de perturbaciones acopladas y no
acopladas

• Se presenta el teorema 2 que da solución al control ℋ∞ no lineal
que forma parte del CGEV

• Se analiza en simulación el control propuesto en un péndulo de
un grado de libertad con la articulación rotacional y flexible y en
presencia de perturbaciones acopladas y no acopladas

• El rendimiento del sistema en lazo cerrado se presenta en las
figuras 1 y 2



Continua Resultados

• En la figura 1 se presenta un subamortiguado resultado del
efecto de elasticidad en la articulación y de las perturbaciones
acopladas y no acopladas a las que fue expuesto el sistema, tal
efecto y las perturbaciones fueron atenuadas con forme el
tiempo tiende al infinito

• En la figura 2 se presenta un subamortiguamiento muy marcado
en la posición del actuador, esto se debe a que fue eliminado el
controlador ℋ∞ no lineal del CGEV, y los efectos de la
perturbación no acoplada tardan un poco mas en ser atenuadas
por el control



Conclusiones

Se propuso un CGEV compuesto por el control por modo deslizante
integral y el control ℋ∞ no lineal para sistemas no lineales,
subactuados y no autónomos en presencia de perturbaciones
acopladas y no acopladas, se validó la teoría con el problema de
regulación de movimiento para un robot manipulador de 𝑙 grados de
libertad con uniones rotacionales y con el efecto de elasticidad en
cada una de ellas. En la estructura de control propuesta, el control
por modo deslizante integral mantiene la trayectoria del sistema en
lazo cerrado dentro del modo deslizante y rechaza las perturbaciones
acopladas y el control ℋ∞ en el modo deslizante atenúa las
perturbaciones no acopladas.
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